
丁坤博机器学习与自然语言处理

线性代数 

          -8课  Ax=b的可解性和解的结构 

一、知识概要 

 

  上一节中，我们学到了矩阵引出的空间概念，并学习了 Ax = 0的求解过程。

本节我们进一步探讨，给出求解 Ax = b 的一般求解方法以及可解条件。并总结

上节中提到的“秩”对不同形式方程的解的影响。 

 

二．Ax=b 的解 

 

2.1 可解性 

  这节要介绍解 Ax = b，这个方程并不一定有解。我们通过一个例子来说明下

这个问题： 

  

【例 1】 

       求方程：[
1 2
2 4

2 2
6 8

3 6 8 10
] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

] = [

𝑏1

𝑏2

𝑏3

] 的可解条件 

 

这里的 A 有一个特点，就是 1，2 两行之和等于第三行。根据之前学到的技

巧(第二课的增广消元法)，列增广矩阵后消元，由于之前写过很多消元步骤了，

这里不再赘述。不难得到： 

 

                 [
𝟏 2 2 2          𝑏1

0 0 𝟐 4      𝑏2 − 2𝑏1

0 0 0 0 𝑏3 − 𝑏2 − 𝑏1

] 

 

观察最后一行，代入方程会得到：0 = 𝑏3 − 𝑏2 − 𝑏1。这一行方程必须成

立。因此本方程的可解条件为: 0 = 𝑏3 − 𝑏2 − 𝑏1。 

 

     再看这个条件：0 = 𝑏3 − 𝑏2 − 𝑏1，它反映了一种线性组合特点，即 b向量

的第三个分量是前两个分量之和。反过来看 A矩阵本身特点，发现 A矩阵第三行

也是前两行的和。记得之前我们说过，Ax = b 有解的条件是 b在 A的列空间中。

这个例子再一次印证了这个条件。 

 

我们从本题中得到一个启示：Ax = b有解的条件： 



·列空间角度： 

当且仅当 b属于 A的列空间时成立。 

·线性组合角度： 

b必须是 A各列的线性组合。 

·A 矩阵本身变换角度： 

如果 A 的各行线性组合得到零行（如例【1】），那么对

b取相同运算方式，必将得到自然数 0。 

 

2.2 完整解方程过程  

  

接下来我们介绍通解，特解，并借此求解方程 Ax = b。 

我们接着【例 1】开始聊。设 b = [
1
5
6

]满足可解条件，我们来彻底求解方程。 

 

首先介绍一下通解概念。什么是通解呢？就是满足这个方程的所有解。将“无

穷解”用一种形式表达出来。 

 

对于 Ax = b这个方程，通解 = 矩阵零空间向量 + 矩阵特解。这很好理解，

矩阵零空间向量代入方程最后结果等于 0，所以它不会影响等式，而是把方程的

解向量扩展到一个类似子空间上，使我们求出的解更具有普遍意义。而矩阵零空

间向量我们之前介绍过，那么我们只需要关注特解怎么求就好了。 

 

上一节中我们求解 Ax = 0方程的特解时，分别将自由变量赋值为 0/1，这

是因为最特殊的赋值方式：自由变元全部赋值为 0 的方式在 Ax = 0 中行不通，

因为这样的赋值方式在 Ax = 0中得到的是零向量，但是我们最后求出的通解为： 

x =  c [

−2
1
0
0

] + 𝑑 [

2
0

−2
1

] 

只要将系数全定为 0就可以得到“零向量”这个解。很明显在解 Ax = 0时

不能将自由变元全赋为 0. 

 

但是 Ax = b这个方程不同，只要 b不是 0，我们就可以将自由变元全部赋

值为 0。本例中我们使用此方法得到特解： 

 

以下为完整过程： 



我们让自由变元𝑥2，𝑥4 = 0，回代方程得到： 

            

 𝑥1 + 2𝑥3 = 1 

                 2𝑥3 = 3 

解得特解为：[

−2
0

3/2
0

] 

 

通过上一节的知识我们很容易求出 Ax = 0对应的 A在零空间中的解： 

𝑐1 [

−2
1
0
0

] + 𝑐2 [

2
0

−2
1

] 

 

所以最后的结果为：特解 + 零空间任意向量。 

[

−2
0

3/2
0

] + 𝑐1 [

−2
1
0
0

] + 𝑐2 [

2
0

−2
1

] 

 

这个解集在几何角度的解释为：𝑅4上的一个二维平面，很显然，这个解集无

法构成一个向量空间，因为解集中连零向量都没有。也就可以理解为：解集在空

间中表现为𝑅4中的一个不过原点的平面。 

 

三 .m*n 的矩阵 A的秩与解的关系 

   很明显在上面我们消元求 Ax = b的过程中，矩阵 A的秩对最后解的形式有至

关重要的影响，下面我们就总结一下这方面的问题。 

 

3.1 列满秩 

   即 m*n 的矩阵 A 中，秩 R = n < m。例如： 

 

                                [

1
2

3
1

6
5

1
1

]         R = 2 = n < m 

 

消元后 A为[
𝐼
0

]形式。我们发现这样的矩阵没有自由变元，即𝑥1，𝑥2…𝑥𝑛都为

m 

n 



主元。也就是说这样的矩阵零空间向量中只有一个向量——零向量。这样的矩阵

A 构造的方程 Ax = b，要么不满足可解条件，要么只有一种符合对应方程组的

解。 

解最后只有两种情况： 

             ·有解且唯一 

             ·无解，不满足可解条件 

 

3.2 行满秩 

    即 m*n的矩阵中，秩 R = m < n。例如： 

 

[
1 2 6 5
3 1 1 1

]       R = 2 = m < n 

 

上一节中介绍过，这样的矩阵消元之后会是[𝐼 𝐹]形式（I表示单位阵，F表

示其他部分），很明显由这样的矩阵构成的方程 Ax = b，最后肯定是无穷多个

解，因为该种矩阵中，永远有自由变元(n–R)个。 

   

3.3 行列皆满秩 

  当 m*n 矩阵 A是方阵时，即有 m = n时，那么秩 R = m时，R也必 = n。例： 

 

[
1 2
3 1

]      R = 2 = m = n 

 

这种矩阵经过消元，必可以化为单位阵 I，自由变量个数为 0。只能得到一个

全是主元的方程组。所以这种矩阵构成的 Ax = b方程最后只能有唯一解。 

 

3.4 不满秩 

秩 R < n,而且 R < m时，A矩阵不满秩，此时 A可化简为[
𝐼 𝐹
0 0

]形式，最后化

简结果中有 0 行。如【例 1】中的矩阵，b 的分量与零行牵扯出了可解条件的存

在。所以这样的矩阵 A所构成的 Ax = b方程解有两种情况： 

 

·不满足可解条件（零行导致的可解条件） 

·解无穷多个（特解 + 零空间所有向量）。 

3.5 总结 

观察以上情况，自由变量总为（n-r）个，所以先判断自由变量个数可以初

步判断 Ax = b的解的结构： 

n 

m 

n 

m 

覃立波
不可能没有解？



{
n − r = 0 时，方程即为唯一解或不满足可解条件而无解。

n − r ≠ 0 时，方程为无穷多解或不满足可解条件而无解。
 

 

而可解条件的产生是由于 A消元之后的 0行导致的，所以再判断 A消元之

后会不会有零行产生就可以确定解的结构： 

   

{
消元后有零行产生时，需要考虑方程是否满足可解条件。

消元后没有零行时，方程不用考虑可解条件的影响。
 

 

    

 

四、学习感悟  

      

本节基于上一节中零空间的求解，延伸介绍了 Ax = b的一般解法。并从 A矩

阵秩的角度探讨了秩与方程解的结构之间的联系。至此我们已经学完了解方程

Ax= b形式矩阵方程的所有问题，在这个过程中，我们需要注意的无非就是自由

变元个数，以及通解和特解问题，整体而言，这部分重在求解流程以及如何理解。

正确理解向量空间之后，理解这种矩阵方程问题也就不是什么难事了。 


