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           -16 课  投影矩阵和最小二乘 

一、知识概要 

 

  这一节主要在讲最小二乘法，并对上一节中的投影概念进行了深入研究，其实

最小二乘法就是一种投影，最后保证了误差最小。另外，这里还牵涉到了矩阵列

空间与矩阵左零空间的问题，向量的投影其实就是投在列空间中的最近一点，这

也与最小二乘法联系了起来。最后引申了标准正交向量组的问题。 

 

二．投影矩阵回顾 

     上一节中介绍过投影矩阵 P，即： 

P = A( 𝐴𝑇𝐴)−1 𝐴𝑇。 

记得上一节推导这个公式时，A = [𝑎1 𝑎2]，其中的𝑎1，𝑎2是平面上的两个

基，而 A 的列空间就是整个空间𝑅2。 

所以，投影矩阵 P 与一向量 b 的乘积可以理解为：将 b 向量投影到它在列

空间中的最近一点上，类似于上节课中，将 p 投影到平面上的过程。 

     

  那么这样两个问题的答案就很明显了： 

 

（1） 如果 b 在矩阵 A的列空间里，则 Pb = ？ 

此时 Pb = b，因为 b本身就在 A列空间中，类似于上节课中，b

就在平面上的情况，此时投影就是 b本身。 

【证明】： 

        ·b在 A 的列空间里，就一定可以写成：Ax = b。 

        ·代入投影矩阵，A( 𝐴𝑇𝐴)−1 𝐴𝑇Ax = Ax = b     

        ·得到答案，此时投影仍然为 b。        

 

   （2）如果 b垂直于 A的列空间，则 Pb = ？ 

            此时 Pb = 0，此时没有投影，例如：上节课一个向量和一个平面

情况中，向量与平面正好垂直穿过的情况。这个时候向量 b在平面上没

有分量，投影也就是 0。 

【证明】： 

    ·b 垂直于 A 的列空间，也就垂直于 A 的所有列向量，故 b 在左零空间中。 

    ·代入投影矩阵，A( 𝐴𝑇𝐴)−1 𝐴𝑇 b，由 𝐴𝑇 b = 0，化简。 

    ·得到答案，结果为 0。 



通过上面两个问题，我们可以看出来，一个向量 b总有两个分量，一个分量

在 A的列空间中，另一个分量垂直于 A的列空间。而投影矩阵的作用就是保留列

空间中的那个分量，拿掉垂直于列空间的分量。 

      可以通过一幅图来表示这个关系：       

图中： b = p + e           

   

p就是投影矩阵作用于 b上得到的向量，而 e这个左零空间中的分量，如果

也用类似投影矩阵来表示的话，就是： 

                   p = Pb 

                   e = b – p = b – Pb = (I - P)b            

     可以把(I-P)也看做一个投影矩阵，作用于 b向量，投到左零空间中。 

 

 

 

三、最小二乘法 

3.1 最小二乘解题 

还是上节课的例子，这节中我们继续探讨。    

【例】 

       求解：三个点（1，1），（2,2），（3，2）拟合的直线方程 

 

讲解： 

·我们假设最优直线方程：y = C+Dx，代入三个点列出方程。 

             

        {
C + D = 1

  C + 2D = 2 
 C + 3D = 2

   →  [
1 1
1
1

2
3

] [
𝐶
𝐷

] = [
1
2
2

](Ax = b) 

             

         很明显，这个方程无解，这三点根本不共线。示意图如下： 

列空间 C(A)
维数：r

左零空间N(A T
)维数：m-r

正交

b 

p 

e 



 

 

 

 

 

 

回到方程本身：[
1 1
1
1

2
3

] [
𝐶
𝐷

] = [
1
2
2

]，这是个 Ax = b形式的方程。 

·那么既然无法共线，先找它的误差，很明显，可以先得到直线与各点之间

的误差（偏移量）： 

                             |𝐴𝑥 − 𝑏| 

为了便于计算，研究它们的平方和： 

                            |𝑒|2 = |𝐴𝑥 − 𝑏|2 

将这些偏移量反映在图像上：（以（1,1）点为例） 

 

 

 

 

 

其中的 b代表着该点真实位置，e代表着偏移量，p代表着拟合后的位置。 

反映到刚刚学过的图像上： 

 

 

 

本质就是将 b投影到 A列空间中，用还记得上面说过，投影意义是将 b 向

量投影到它在列空间中的最近一点上。也就是说，这个过程是将三个点投到满足

方程条件的最近的一条直线上去。 

列空间 C(A)
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1
1
1
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1
2
3
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·接下来关键在于如何拟合： 

使用上节课中我们介绍的方程： 

 𝐴𝑇b =  𝐴𝑇A�̂� 

对应方程：[
1 1
1
1

2
3

] [
𝐶
𝐷

] = [
1
2
2

]，其中 A = [
1 1
1
1

2
3

]，�̂� = [�̂�
�̂�

]，b = [
1
2
2

]。 

代入方程，解得： 

                  �̂� = 2/3，�̂� = 1/2 

得到的直线即为：y = �̂�+�̂�x = 2/3 + 1/2x 

 

·检验：分别将(1，1)，(2,2)，(3，2)三个点的横坐标代入，可以得到拟合直

线上各点对应位置，即是 p的位置。 

 

注：以上能使用最小二乘法是因为没有误差过大的量。 

 

3.2 性质讨论 

   上面这个问题还可以用误差最小来计算，将误差化为： 

       |𝑒1|2 + |𝑒2|2 + |𝑒3|2 = (C + D − 1)2 + ……… 

求偏导，求极值，从导数的角度也可以求得拟合直线。 

 

我们将误差向量记为 e，对应的投影向量记为 P（对应为拟合直线上的ｙ值） 

于是有：b = p+e（ｂ为给定的点的实际ｙ值） 

b = [
1
2
2

]，p =[

7/6
10/6
13/6

]，e = [

−1/6
2/6

−1/6
]  

得到如下性质： 

·误差向量与投影向量 p垂直（二者点乘为０） 

·误差向量不仅仅垂直于 p，它还垂直于列空间中的每一个向量 

这些性质也印证了我们在上文关于投影的介绍。 

 

3.3 结论证明 

     在我们解方程的过程中，用到了这样一个结论： 

如果矩阵 A 各列线性无关，则矩阵𝑨𝑻A 可逆。 

     这个结论我们之前给出过，但是没证明，接下来我们给出它的证明，来结

束最小二乘法这部分内容。 



证明： 

写出零空间方程形式：𝐴𝑇𝐴𝑥 = 0，寻找零空间内的向量。 

引入之前几节的结论： 

·如果矩阵可逆，则其对应的零空间仅为零向量。 

·𝑥𝑇𝑥对应是在求 x的长度（x是列向量） 

·如果𝑥𝑇𝑥 = 0，则 x = 0（x是列向量） 

于是，下面只要证明 x向量必为零向量。 

首先将方程两边同时乘上𝑥𝑇 

𝑥𝑇𝐴𝑇𝐴𝑥 = 0 

(𝐴𝑥)𝑇𝐴𝑥 = 0 

可推得： 

Ax = 0 

因为 A各列线性无关，所以也就推得了 x必为零向量。 

综上即证得： 

𝐴𝑇𝐴可逆 

也就得到了我们的结论： 

如果矩阵 A 各列线性无关，则矩阵𝑨𝑻A 可逆。 

 

 

 

 

四、标准正交基 

这部分是引出下节的部分，内容较少，了解即可。 

之前见过[
1
0
0

]，[
0
0
1

]，[
0
1
0

]这组基，它们显然是正交的，但是它们还有更特殊的

性质，即它们都是单位向量，长度为 1。所以这里我们引入一个新名词：标准正

交向量组，其中的“标准”表示单位向量。 

同样的标准正交向量组还有：[
𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃

]，[
−𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

]  

 

 

五.学习感悟  

    这部分内容互相关联较多，最小二乘法与投影矩阵两者有着千丝万缕的联系，

可以从多个角度来理解，但是最重要的还是记住那张将向量投影到列空间与左零

空间的图，它能帮我们将这部分知识记得更牢。 

     


