
线性代数 

             -18,19 课  行列式介绍 

一、知识概要 

    

   这一节是为下面求特征值来进行铺垫，主要是要掌握求行列式的方法与行列

式的一些性质，掌握行列式一般求解过程之后这部分不是很难。由于这部分主要

在于技巧的掌握，抽象理解部分并不是很多，我这里将 18,19课中关于行列式的

内容放在了一起。 

  

二．行列式性质 

行列式是跟每个方阵都有关的一个数字。这个数字包含了这个矩阵的很多性

质，例如之前介绍过的，方阵是否可逆可以根据行列式进行判断，行列式为 0，

则方阵不可逆。 

 

    首先，行列式记法：|𝐀|。另外，我们还知道： 

 

方阵可逆，等价于其对应的行列式值不为 0 

 

这是我们到目前为止对行列式的所有了解内容，那么接下来我们会介绍行列

式的更多性质，这部分为我们了解行列式做了铺垫。 

 

性质一：对于单位阵 I，有：|𝐈| = 1  

 

性质二：交换两行后，行列式的值相反 

 

由上面的两个性质我们可以得到：之前学习的置换矩阵的行列式值为 1或-1 

 

例如： 

     |
1 0
0 1

| = 1 ， |
0 1
1 0

| = -1 

 

接下来我们的介绍有些会比较抽象，所以这里先给出二阶行列式的计算方

法，便于我们理解接下来的性质： 

        

                  |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = ad – bc = ad – bc 

 

 

性质三：1.行列式按行提出矩阵中的系数，即：|
𝑡𝑎 𝑡𝑏
𝑐 𝑑

| = t|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| 

 

或者理解为：矩阵一行乘系数等价于：整个行列式乘系数。 



 

2.行列式是一个线性函数，但是这个线性单独反映在每一行上。即： 

|𝑎 + 𝑎′ 𝑏 + 𝑏′
𝑐 𝑑

| = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| + |𝑎′ 𝑏′
𝑐 𝑑

| 

 

注：这里并不是:|𝐴 + 𝐵| = |𝐴| + |𝐵|,这里的线性运算并不作用于整个矩阵

上，而是只反映在每一行上。可以用二阶行列式验证一下。 

 

 

性质四：如果两行相等，那么行列式等于 0 

    

  这个性质的理解并不难，从线性相关角度可以很明显理解。另外，还可以用性

质二证明，交换相同两行而不变号，那行列式只能是 0了。 

 

 

性质五：从矩阵的行 k减去行 L的 i倍，对应的行列式值不发生改变 

 

这就是我们经常做的消元步骤，这个过程不影响行列式。 

下面就以二阶行列式来说明： 

 

首先将|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|构造成上面的形式：|
𝑎 𝑏

𝑐 − 𝑖𝑎 𝑑 − 𝑖𝑏
| 

 

变换： 

 

|
𝑎 𝑏

𝑐 − 𝑖𝑎 𝑑 − 𝑖𝑏
| 

性质三.𝟐
→       |

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| +|
𝑎 𝑏
−𝑖𝑎 −𝑖𝑏

| 
性质三.𝟏

性质四

→       |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| + 0 = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| 

 

    可见，从矩阵的行 k减去行 L的 i倍，对应的行列式值不发生改变。 

 

性质六：如果有一行为零，那么 A 的行列式为 0 

 

  这个性质很简单，让性质 3中的 t = 0，行列式值也为 0。 

 

性质七：上三角矩阵对应的行列式的值等于其对角线上元素的乘积 

 

证明：前面讲到：行阶梯矩阵总是可以化成行最简形，这里类似。我们通过消元

可以使得主元上下的元素为零，并且提公因子出来即可证得此结论。 

|

𝑑1 ∗ ∗ ∗

0
0
0

𝑑2 ∗ ∗

0 … ∗
0 0 𝑑𝑛

| 
消元化为行最简
→            |

𝑑1 0 0 0

0
0
0

𝑑2 0 0

0 … 0
0 0 𝑑𝑛

| = (𝑑1)(𝑑2)…(𝑑𝑛) 



性质八： |𝑨|不为零，当且仅当 A可逆。   

 

这个性质之前了解过，解释起来就是不可逆矩阵消元能得到全零行，其行列

式必为 0。而可逆矩阵消元后各列都有主元，行列式就是主元的乘积，其行列式

不为 0。 

 

 

前八个都是行列式自身的性质，下面继续补充两个关于矩阵变形的性质： 

 

 

性质九：方阵乘积的行列式 = 方阵行列式的乘积，即：|𝑨𝑩| = |𝐀||𝐁| 

 

 

由此结论可知： 

（1） 可逆矩阵的行列式与其逆矩阵的行列式互为倒数: 

𝐴𝐴−1 = I     →     |A||𝐴−1| = 1 

（2）|𝐴2| = (|𝐴|)2 (矩阵平方的行列式等于矩阵行列式的平方) 

（3）|𝑘𝐴| = 𝑘𝑛|A|（k为常数，A为 n阶矩阵，提出了每一行中的 k） 

 

 

性质十： |𝑨𝑻| = |𝐀| 

 

这个性质的理解并不难，过程如下： 

 

·将矩阵化成 LU的形式： |𝑈𝑇𝐿𝑇| = |LU| 

 

·由性质九，将行列式分开：|𝑈𝑇||𝐿𝑇|= |U||L| 

 

·第四课中的 LU分解中介绍过，L是一个主对角线全为 1的下三角矩阵(因为消

元过程总是向下消元)。而 U是一个上三角矩阵。很明显。像 U,L这样的上/下三

角矩阵，不论转置与否，其行列式都为对角线上各元素乘积。 

 

注：这一课结尾时，教授提到了行交换的奇偶问题，这个问题很重要，因为行交

换的奇偶性会影响最终值的正负号，所以置换矩阵行列式的正负性受其行交换次

数影响。 

 

 

三、行列式公式 

前面介绍的是行列式的基本性质，掌握这些性质不需要知道行列式怎么求解，

但是我们可以根据这些性质推出来行列式的一般求解过程。我们从二阶行列式谈



起： 

 

利用上节讲到的行列式的性质三.2，我们可以得到： 

 

        |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|  
第一行线性组合
→             |

𝑎 0
𝑐 𝑑

| + |
0 𝑏
𝑐 𝑑

|  

                
第二行线性组合
→             |

𝑎 0
𝑐 0

| + |
𝑎 0
0 𝑑

| + |
0 𝑏
𝑐 0

| + |
0 𝑏
0 𝑑

| 

 

再根据上面介绍的性质，很明显结果为：0 + ad + (-bc) + 0 

得到结果： 

                 |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = ad – bc 

这与我们之前介绍的二阶行列式求解结果相同。 

 

观察上面的求解过程，不难发现，行列式其实取决于那些分解后非零的行列

式的和，这些非零行列式有这样一个特点：各行格列均有元素。 

根据这个特点，我们可以简化更高阶的行列式解法 

 

接下来将问题扩展到三阶： 

根据上面的非零行列式特点，可以得到： 

  |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = |
𝑎11 0 0
0 𝑎22 0
0 0 𝑎33

| + |
𝑎11 0 0
0 0 𝑎23
0 𝑎32 0

| + |
0 𝑎12 0
𝑎21 0 0
0 0 𝑎33

|  

   

+ |
0 𝑎12 0
0 0 𝑎23
𝑎31 0 0

| + |
0 0 𝑎13
𝑎21 0 0
0 𝑎32 0

| + |
0 0 𝑎13
0 𝑎22 0
𝑎31 0 0

| 

 

观察这个拆分形式，很明显，如果是 n阶矩阵的话，得到的非零拆分一共

有 n！种。拿这个三阶矩阵为例，非零拆分选各行格列元素时，第一行选择有

3 种，第二行有 2 中，最后一行有 1 种，所以最后一共是 3！个矩阵相加的结

果。 

下面通过类比得到一般公式，这个拆分过程其实是每次从一行中选择某一列

上相交位置的元素来累乘，而且各行选定的列不相同。注意该项的符号的正负，

写成以下形式： 

 |𝐴| = ∑ ±𝑎1𝛼𝑛！ 𝑎2𝛽𝑎3𝛾……𝑎𝑛𝜔 



（其中α, β, γ……ω 是列标集合 1 到 n 的某种排列。n 个列标符号每个均用到 1

次。） 

接下来通过一个例子来熟悉下这个公式： 

 

【例】 

求行列式：|

0
0
1
1

 

0
1
1
0

 

1
1
0
0

 

1
0
0
1

| 

 

解： 

按照公式∑ ±𝑎1𝛼𝑛！ 𝑎2𝛽𝑎3𝛾……𝑎𝑛𝜔求解，刨除值为零的行列式。。 

首先发现，𝛼只能为 3 或 4，因为其他位置元素都为 0。所以逐行选定(α, β, γ, ω)

为（4，3,2,1）和（3,2,1,4）的非零元素项的累乘，写成行列式形式： 

|

0
0
0
1

 

0
0
1
0

 

0
1
0
0

 

1
0
0
0

| + |

0
0
1
0

 

0
1
0
0

 

1
0
0
0

 

0
0
0
1

| 

 

将其调整到标准的对角线位置，前者最少需要 2次行交换，故为 +1，后者

至少一次行交换就可以。值为 -1。 

 

于是该行列式值为 0 

 

四、代数余子式 

 

接下来介绍代数余子式概念，利用代数余子式我们可以更方便地求解行列式，

其作用即是将 n阶行列式化成 n-1阶。 

 

根据前面所讲的公式，不难发现，在选元素做累乘时，例如从第一行中选了第

一个元素，则剩余因子从剩余的 n-1行和 n-1列中选取，于是剩余的因子组成一

个 n-1阶行列式，这就是所谓代数余子式 

如图：以第一行选定𝑎11为例， 

|

𝑎11
∗
∗
∗

 

∗
∗
∗
∗

 

∗
∗
∗
∗

 

∗
∗
∗
∗

| 



反映在算式上，其实就是将原来的公式中所有含𝑎11项放在一起提取公因式，

对应的剩余因子就是代数余子式基础(还需要进一步考虑正负问题) 

 

前面介绍行列式公式时，我们回避了一个问题没有讨论—如何确定结果的正

负号。这个问题在代数余子式计算行列式中可以得到很好的解决。 

 

下面给出代数余子式的一般公式： 

     

 𝒂𝒊𝒋位置对应的代数余子式（记为𝑪𝒊𝒋）为： 

去掉原行列式中第 i 行第 j 列后剩余元素组成的行列式值与𝑎𝑖𝑗的乘积的正

或负值——当 i+j为偶数时为正，奇数为负，可以理解为：(−1)𝑖+𝑗 * 剩余元素

组成的行列式值 

 

符号规律如下图： 

||

+ − + − +
− + − + −
+
−
+

−
+
−

+
−
+

−
+
−

+
−
+

|| 

（正负符号代表选取该位置的𝑎𝑖𝑗后对应𝐶𝑖𝑗的符号） 

𝒂𝒊𝒋对应的余子式： 

去掉代数余子式的正负符号就是其对应的余子式了。 

 

根据之前介绍过的，计算代数余子式就是一个提取公因式的过程，那么对应地，

使用代数余子式来展开一个行列式，就能得到对应行列式的值： 

 

|𝐀| = 𝒂𝟏𝟏𝑪𝟏𝟏 + 𝒂𝟏𝟐𝑪𝟏𝟐 + …… + 𝒂𝟏𝒏𝑪𝟏𝒏 

 

（这是沿第一行展开的形式——如果沿第 i 行展开则只要将 1 换成 i 即可） 

至此，我们学习了求解行列式的所有方法，总结如下： 

 

·将矩阵 A化成三角矩阵（最简单） 

·使用代数余子式按一行展开计算（稍复杂） 

·按行列式公式完全展开计算（很复杂） 



接下来通过一种特殊的矩阵熟悉一下按行展开行列式的计算方法： 

【例】𝐴1 = 1，𝐴2 = |
1 1
1 1

|，𝐴3 = |
1 1 0
1 1 1
0 1 1

|，𝐴4 = |

1 1 0 0
1
0
0

1
1
0

1
1
1

0
1
1

|。寻找其行

列式值得规律。 

 

解： 

我们先看下 1,2,3阶对应情况，很易求得有： 

𝐴1 = 1，𝐴2 = 0，𝐴3 = -1 

那么它们的对应行列式有什么规律呢？我们使用代数余子式展开看一下。 

按第一行展开： 

|

1 1 0 0
1
0
0

1
1
0

1
1
1

0
1
1

|                  |

1 1 0 0
1
0
0

1
1
0

1
1
1

0
1
1

| 

 

𝐴4 = 1 * |
1 1 0
1 1 1
0 1 1

| + (-1 * |
1 1 0
0 1 1
0 1 1

|)  

 

经过计算： 

𝐴4 = 𝐴3 - 𝐴2 

 

由这个矩阵的特殊性，其实存在规律： 

 

𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−1 - 𝐴𝑛−2 

 

所以这个结构的一组行列式对应的值是一个数列：1，0，-1，-1，0,1 这样

的循环。也就是其对应行列式的值以 6为周期进行变换。 

 

 

五、学习感悟  

    这两节主要围绕计算行列式的技巧展开讨论，首先介绍了行列式具有的性质，

之后引出了使用公式计算行列式的方式，最后介绍了最常用的计算行列式的方法：

代数余子式展开。这部分主要是计算技巧问题，需要理解的部分较少。 

     

(−1)𝑖+𝑗  


