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        -24课 马尔科夫矩阵，傅里叶级数  

一、知识概要 

本节介绍了马尔科夫矩阵与傅里叶级数，是对特征值以及之前大量知识的一

次总结，重在理解应用，但是内容不是非常细致，主要是大体的了解。 

 

二．马尔科夫矩阵的性质及其应用 

2.1 马尔科夫矩阵的性质 

先给出一个马尔科夫矩阵如下： 
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马尔科夫矩阵要满足两条性质： 

（1）每个元素均为非负数 

（2）每列的元素和为 1 

性质：如果 A是马尔可夫矩阵，则 A的幂也是马尔科夫矩阵。 

 

接下来讨论的是矩阵次幂运算的“稳态”概念，联想上一节中学习过的微分方

程中的稳态问题，那时我们是用特征值和 0 的关系来判断的，而这里的运算变为

了幂次运算，这时稳态的判断就要变化了。 

这就涉及到了特征值与特征向量，研究马尔科夫矩阵的特征值，发现它的特征

值有这样的性质： 

（1） λ = 1是一个特征值 

（2） 其余特征值，|λ𝑖|＜1 

其实要证明性质（1）很简单，直接代入λ = 1 就好了，如上面的例子，得

到：
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1- IA ，每一列元素之和为 0，这是个不可逆矩阵，三

行相加得到零行，行/列向量线性相关，所以 1 是其特征值，存在对应特征向量。

或者说每列的元素和为 1 这个性质决定了其有特征值 1这个性质。性质（2）课

上没有证明，但是它也是成立的。 

好的，回到我们的主题，判断次幂运算的收敛性。记得之前差分方程中我们

接触过这样的算式：u𝑘 = A𝑘u0，这也可以看做矩阵次幂运算的问题。 

           u𝑘 = 𝐴𝑘u0 = c1λ1
𝑘x1 + c2λ2

𝑘x2 + … + c𝑛λ𝑛
𝑘x𝑛 



  根据马尔科夫矩阵的特点，λ1 = 1，其余|λ𝑖|＜1，所以最后次幂运算会收敛于

u0中的c1x1部分，这就是其稳态性质：马尔科夫矩阵中，若其特征值 1所对应的

特征向量的元素全为正，则初始值u0是正的，那么稳态也是正值。 

 

这里还引入了一个对之前转置矩阵特征值的补充： 

由之前介绍过的行列式性质十，转置矩阵与原矩阵行列式值相同，具体这里应

用到 A-λi这个方程上，得到： 

             |A − λi| = |(A − λi)𝑇| = |𝐴𝑇 − λi| 

也就是说，|A − λi| = 0时，|𝐴𝑇 − λi|也为 0，它们的特征值是一样的。但

是另外还要注意，虽然这样能得到：A的特征值 = 𝐴𝑇的特征值，但是它们的特

征向量并不一样，因为根本不属于 A的同一个空间中。 

 

 

2.2 马尔科夫矩阵的应用 

下面研究方程： kk Auu 1 （其中，A是马尔科夫矩阵） 

给定 A是 2x2的矩阵，研究加州和麻省的人口问题，矩阵 A表示，一年后发

生了人口的迁移。矩阵的四个元素相应表示的是留下和迁出的概率，在这个过程

中总人口数保持不变。这里有个严格的限制：那就是马尔科夫矩阵不变（即每次

变动的概率一样）。 

给定等式如下形式： 
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（中间的矩阵表示有 0.9 的比例的人口留在加州，0.1 从加州迁移到麻省，0.8

的人留在麻省，0.2 的人迁移到加州；这是一个马尔科夫矩阵） 

 

下面分析其稳态： 

现在假定初始状态为： 
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经过一次变迁之后，两州的人口状况是： 




















800

200

1t
U

U

麻

加
 



计算该马尔科夫矩阵特征值为 1和 0.7。对应求得特征向量为 
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现在我们来看经过无穷次迁移之后，人口状况的稳态是怎样的？ 

根据公式： 
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]会反映最后稳态时的人口分布状况。 

 

代入初始情况计算 c的值： 
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最后得到的就是：
1000

3
 [
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]。总数不变。分布如该u0中的c1x1反映出来。 

 

 

三．傅里叶级数 

3.1 前提基础 

假定有一组(n个)标准正交向量 nqqq ...,2,1 ，它们是 n维空间一组完整基。那么

此空间中，任意向量 v可由这组基的线性组合表示： 

nnqxqxqxv  ...2211  

矩阵化的表示方法是： 

vQx   

于是有： 

vQx 1-  

由于 Q是正交阵，之前介绍过有𝑄𝑇 = 𝑄−1 

 

可以得到： 

vQvQx T 1-  

对应到各个分量： 

i

T

i xvq   



这个结论还可以用之前的 nnqxqxqxv  ...2211 计算： 

由于 nnqxqxqxv  ...2211 中的𝑞𝑖都是标准正交基，由𝑞𝑖
𝑇𝑞𝑗 {

0    (𝑖 ≠ 𝑗)
1    (𝑖 = 𝑗)

，

在 nnqxqxqxv  ...2211 两侧同时乘上𝑞𝑖
𝑇，也能得到 i

T

i xvq  这个结果。其意义

即为向量与标准正交基的点乘，求得各分量。 
 

3.2 傅里叶级数 
 

设函数   ...2sin2cossincos 22110  xbxaxbxaaxf  

这个问题与之前的问题有什么关系？一样都是无穷维，但关键性质是函数正交。 

 

注： 

上述形式就是傅里叶级数，作用在函数空间上，用函数  xf 来代替向量 v，

也就是使用正交函数来代替原本上面介绍的标准正交基 𝑞1,𝑞1,𝑞3..。反映到上

面的函数中，基就是 1，cosx，sinx，cos2x，sin2x... 

 

而且傅里叶级数成立的原因即是：这些基是正交的。 

 

(1)下面解释下函数空间下的“正交”： 

 

我们知道，对于向量的点积为： 

nn

T wvwvwv  ...11  

在这里，向量可以看做是离散的，但是上面给出的函数，它们在其定义域上

是连续的，那么对于两个连续函数而言，其内积是什么？ 

对比上面的向量内积的形式，对于函数而言，与之最相似的情况就是在每个

x 值上的    xgxf  ，而连续情况对应的就是对其进行积分。至于其积分上下限：

观察到函数  xf 是一个周期函数，周期为 2 。所以这里最好也是从 0积分到 2 。 

 

定义好函数空间的内积之后，我们可以检验一下正交性，明显可以得到傅里

叶级数中的基是正交的。 

 

 



（2）下面解决系数的求解问题。 

函数：   ...2sin2cossincos 22110  xbxaxbxaaxf  

 

以求解其中的中的𝑎1为例，与之前讲过的向量求解是类似的，利用正交基，

直接将向量与正交基点乘来求各分量。 

 

这里将函数 f（x）与 cosx作内积，所以就可以得到： 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
2𝜋

0
 =∫ ( xbxaxbxaa 2sin2cossincos 22110  )𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
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投影到 cos这个基上，经过计算剩下的也只剩下了∫ 𝑎1𝑐𝑜𝑠𝑥2𝑑𝑥
2𝜋

0
 = 𝑎1π，和向

量形式一样。所以，𝑎1的值为： 
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其他的对应值以此类推，可见，函数也可以展开到一组标准正交基上。 

 

 

三、学习感悟  

   这部分内容重在理解，马尔科夫矩阵的重点在于理解那个人口迁移模型的应

用，而傅里叶级数实际上就是将我们之前向标准正交机投影的向量改为了空间中

向函数投影的展开形式，只要理解了正交函数的概念，这些问题便是显而易见的

了。 


