
线性代数 

                        -25课  复习 2 

一、知识概要 

      

   本节为习题课，主要回顾了下 14~24课的学习内容，并通过习题进行复习。 

  

二．复习 

2.1 回顾知识 

 

2.1.1.投影部分： 

首先，我们学习了正交性，给出了矩阵 Q = [𝑞1 … 𝑞𝑛]，当 q 都是标准正

交基时，我们称 Q是正交矩阵，此时有性质：𝑄𝑄𝑇 = I 

然后我们还学习了投影，进而解决了 Ax = b 问题，使用最小二乘拟合，当

方程 Ax = b无解时，寻找最优解。 

我们还介绍了 Gram-Schmidt 正交化方法，将线性无关的向量投影到另一组

向量上，新得到的向量正交，再进行单位化，将基变为标准正交基。 

 

2.1.2.行列式部分： 

首先介绍了行列式的十个性质，其中最重要的是 1,2,3；而后面的性质都是

由前三个性质导出。另外，行列式展开式有 n！项，同时展开时注意符号问题。 

还介绍了代数余子式公式，这也是我们计算行列式的简便方法之一。这也让

我们得到了逆矩阵公式：𝐴−1 =  
1

|𝐴|
 𝐶𝑇。 

 

2.1.3.特征值部分： 

首先介绍了特征值与特征向量，Ax = λx方程，以及求特征向量的方程。另

外，如果矩阵有 n个线性无关的特征向量，那么将它们构成矩阵 S，可以用来将

矩阵进行对角化处理：A = S 𝑆−1。同时，可以使用对角化公式计算矩阵幂的

问题。然后引入了许多应用，例如微分方程之类的问题。 

 

2.2 例题 

 

【例 1】现有
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a ，试找到向量 a所在直线的投影矩阵并讨论其性质： 

（即对于任意的向量 b，找到可以将其投影到该直线上的投影矩阵） 

覃立波
只有自己乘以自己才为1，其余均为0



解： 

根据投影矩阵的公式： 

  TT AAAAP
1

  

可得投影矩阵为： 
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很明显这是一个不可逆矩阵，第一列，第三列均是第二列[
2
1
2
]的 2 倍，所以

这个矩阵 P秩为 1，列空间为 1维。所以对应的零空间为 2维的，这意味着它的

两个特征值都为 0，最后一个特征值由矩阵的迹可得为：
1

9
(4+1+4) = 1。 

 

求特征值 1对应的特征向量： 

                          Px = x 

由于 P是投影矩阵，所以联想实际意义，只有 P作用于 a向量上时，可以得

到 Pa = a，此时 P 矩阵对 a无影响。所以其对应特征向量为 a。 

 

【延伸】 

 

将矩阵 P引入差分方程，题目如下： 

方程： kk Puu 1 ，其对应初值为



















0

9

9

0u ，求解 ku ？ 

解： 

首先看一下这个方程中的 P是否有什么特殊性质，很明显，P代表投影，这

样的话𝑃𝐾与 P 单独作用在一个向量上的效果并没有不同。所以，现在求出投影

一次后的𝑢0至关重要： 

将 P打开，利用已知
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a ，求得： 
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由于矩阵 P是投影矩阵，有结论： 
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复习一下之前我们学习差分方程时，P矩阵不是投影矩阵时，我们是使用特

征值特征向量展开来求解的： 

u0 = c1x1 + c2x2 + … + c𝑛x𝑛 

u𝑘 = 𝐴
𝑘u0 = c1λ1

𝑘x1 + c2λ2
𝑘x2 + … + c𝑛λ𝑛

𝑘x𝑛 

 

而在本题中使用这个公式：对于这里的投影矩阵 P，有两个特征值为 0，一

个特征值为 1，于是前两个c1λ1
𝑘x1 + c2λ2

𝑘x2可以舍弃，最后一部分的 1𝑐3𝑥3可

以通过初值𝑢0以及三个特征向量𝑥1，𝑥2，𝑥2来确定。 

 

 

【例 2】给定一组点（1,4）（2，5）（3,8），尝试将其拟合到一条过原点的直

线上 

解： 

先设直线 Dty  ，只有一个未知数，一个自由度 

列出矩阵形式： 
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记作：AD=b  

 

下面求解最优的 D： 

之前学习的内容，最优方程为： 

bADAA TT 


 

                               (本题中 AD = b对应前面介绍过的 Ax = b) 

解得： 
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【例 3】  已知：
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21 aa ，求解一组正交基 

分析： 

将第一个向量设为 A，求解正交于其的一个向量 B。 

 

以a2作为模板，可以将 B表示为a2减去其在a1上的投影的形式——这样就可

以保证 B与a1(即 A)相垂直了 
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【例 4】给定一个 4x4 矩阵，其特征值为 4321  ，，，  

 

（1）特征值在满足什么条件下，矩阵是可逆的？ 

答： 

根据我们之前的学习，只有特征值均不为 0时，矩阵才可逆。否则的话 Ax 

= 0x就会有非零解。 

 

       

（2）|𝐴−1|的行列式等于多少？ 

答： 

根据|A||𝐴−1| = 1 以及特征值之积为 A 矩阵行列式的值这两个定理，可知

|𝐴−1| = 
4321

1


 

 

（3）矩阵 A+ I的迹是多少？（迹等于矩阵特征值之和） 

答： 

I为四阶单位阵，加上 I使得 A的迹在基础之上加 4。结果为： 

 

44321    

 

覃立波
行列式等于特征值相乘



【例 5】已知一矩阵：
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4A ，求 nA 的行列式 nD ？ 

解： 

利用代数余子式的知识，类比于此类矩阵在四阶时的特征，不难得到： 

21   nnn DDD  

                              （如果忘了怎么推导出来的话见 19 课末例题） 

 

19 课中我们只讨论到了上面这个递归式，随着我们的进一步学习，其实差

分方程在这里也可以有所作为，下面我们将这个二阶递归式表示为方程： 
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    （这个构造过程这里不再细讲，见 22课裴波那切数列例题构造方法） 

 

利用|A − λI| = 0，求[
1 −1
1 0

]矩阵的特征值： 

2

31 i
  

观察这两个特征值，发现其模均为 1，在复平面上表示位于单位圆上的两个

点，示意图如下： 

 

 

 

 

 

由欧拉公式： 

 sincos iei   

还可以求得对应的表示为：
i

e 3



、
i

e 3

-

。 

 

【问题】矩阵本身以及特征值与稳定性有何联系？ 

分析： 

x 

y 



矩阵 






 


01

11
A 的 6次幂的特征值分别是 1 和 1，因此 A的 6次方等于单位阵 I 

或者说，这些特征值的 6次幂均等于 1。这也解释了为什么这个形式的矩阵 A行

列式的变化周期为 6。因此该数列周期变化，既不收敛，也不发散。 

 

【例 6】有一种矩阵：𝐴4 = [

0 1
1 0

0 0
2 0

0 2
0 0

0 3
3 0

] = 𝐴4
𝑇，类比：𝐴3 = [

0 1 0
1 0 2
0 2 0

]。 

 

·(1)求投影到𝐴3列空间的投影矩阵 

解： 

由投影公式： 

  TT AAAAP
1-

  

代入矩阵𝐴3，可以很快得到答案。 

 

这里要注意一点，𝐴3是不可逆矩阵，其列空间是一个平面，所以投影矩阵实

际上是将另一个空间投影到一个平面上。 

 

·(2)求𝐴3的特征值和特征向量 

解： 

令行列式 03  IA  ，解得特征值为 0， 5 。 

再代入(A − λI)x = 0可解出特征向量。 

 

·(3)求投影到𝐴4列空间的投影矩阵 

解： 

如果𝐴4矩阵可逆，则其列空间就是𝑅4。因此如果确定了投影矩阵是可逆矩阵，

那么其投影矩阵很简单：即为单位阵 I，因为此时向𝑅4不影响向量本身。 

 

𝐴4矩阵对应的行列式值为 9，于是矩阵可逆。故：其投影矩阵为 4阶单位阵 

   

△此外，结合𝐴3可提出猜想：此种规律的矩阵，奇数号矩阵都是奇异（不可逆）

的，偶数号矩阵都是可逆的。  

 

 



三.学习感悟 

     这一章学习了很多知识，这些基本求解方法必须掌握，因为它们是我们进

一步学习更深层次内容的基础。尤其是特征值的求解，投影矩阵的理解这些东西。 


	My Bookmarks
	第 6 页


