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        -27课 复数矩阵与快速傅里叶变换 

                                                       

一、知识概要 

  之前我们曾经谈论过复数矩阵，但是对于它的运算与性质并没有进行展开。本

节中我们介绍复数矩阵的运算等特征。并介绍一个重要的复数矩阵：傅里叶矩阵。

其中重点介绍快速傅里叶变换，可以显著减小运算量。 

 

二．复数矩阵 

  我们从最基本的向量谈起，如果向量中有分量是虚数的话，很明显我们无法再

用普通的公式计算长度和内积。比如：[
1
𝑖
] 这个向量。按照我们以前的计算会得

到：[1 𝑖] [
1
𝑖
] = 0，这样计算出的长度就是 0，但是很明显[

1
𝑖
]这个向量模长为

√2，这就造成了谬误。在这里我们给出复向量的长度与内积计算方法。 
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∈ 𝐶𝑛，定义|𝑧|2 = 𝑧𝐻z = 𝑧̅ 𝑇z(先将分量取共轭，再转置相乘) 

  同样，复数向量的内积变为 yx = 𝑦𝐻x = �̅�  𝑇𝑥 

   

  接下来我们谈一谈对称阵，在实矩阵中，𝐴𝑇 = A，则 A为对称阵。而在复矩阵

中，这并不成立，而联系上面的向量内积处理方法，我们发现在复矩阵中取共轭

与取转置往往是同步的。所以，复对称矩阵定义为：若�̅� 𝑇 = A，则 A 为对称阵。 

例如[
2 3 + 𝑖
3 − 𝑖 5

]，主对角线上为实数，而沿主对角线对称的两个元素共轭。这样

的矩阵我们成为埃尔米特矩阵，𝐴𝐻 = A。它的特征值皆为实数。且特征向量正

交。 

  同理，推广到复矩阵的特征向量正交这个概念，即一组 q1，q2……qn。如果 

  𝑞�̅�
 𝑇qj = {

0 (𝑖 ≠ 𝑗)
1 (𝑖 = 𝑗)

,它们即为一组标准正交基。而这一组标准正交基可以构成

一个矩阵 Q，Q = [𝑞1 𝑞2 𝑞3 … … 𝑞𝑛]，（q是列向量）。 

这样的话就有𝑄𝑇Q = I = 𝑄𝐻Q（前一部分是以前写法，后一部分是类比写法。） 

这样的矩阵 Q称为：酉矩阵。 



三．傅里叶矩阵与快速傅里叶变换 

 

3.1 傅里叶矩阵  

  傅里叶矩阵𝐹𝑛本身也是一个酉矩阵，给出傅里叶矩阵形式: 
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1
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1
𝑤
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1
𝑤2

𝑤4
⋯

1
𝑤𝑛−1

𝑤2(𝑛−1)

⋮ ⋱ ⋮

1 𝑤𝑛−1 𝑤2(𝑛−1) ⋯ 𝑤(𝑛−1)2
)

 
 
(计数从 0开始，到 n-1结束) 

 

其中𝑤𝑛 = 1，w = 𝑒𝑖2𝜋/𝑛 = cos(2π/n) + isin(2π/n) 

注：计算时不要用 a+bi形式计算，应使用 𝑒𝑖2𝜋/𝑛 计算。反映在复数坐标系

上： 

 

 

  

 

w = 𝑒𝑖2𝜋/𝑛 就反映在这个圆上，其中的 n就表示将这个圆分成几部分，分别

为：w，𝑤2，𝑤3 ……… 𝑤𝑛。 

接下里我们假设 w = 𝑒𝑖2𝜋/4 = i，则其对应四阶傅里叶矩阵𝐹4为： 

[

1 1
1 𝑖

1 1
−1 −𝑖

 1 −1
 1 −𝑖

 1 −1
−1  𝑖

] 

这个矩阵列向量均正交，很容易计算其逆矩阵，得到： 

𝐹4
𝐻𝐹4 = 4I 

将 F4前乘上 1/2,作为新 F4’，既直接得到新的 F4’逆矩阵即为𝐹4′
𝐻。 
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3.2 快速傅里叶变换 

快速傅里叶变换主要就是因为 F之间有所关联，以𝐹64 与 𝐹32为例： 

直接代入公式 w = 𝑒𝑖2𝜋/𝑛就可以看出来，𝐹64中的𝑤64(下标代表元素属于哪

个矩阵) = (𝑤32)
2 

构造矩阵转换： 

  [𝐹64] = [
𝐼 𝐷
𝐼 −𝐷

] [
𝐹32 0
0 𝐹32

] [𝑃] 

解释一下这个式子，其中，置换矩阵 P 的作用是将奇偶行分开，目的是减

小计算量。而前面的 D代表着对角矩阵。 

例如 4维时，置换矩阵 P = [

1 0
0 0

0 0
1 0

0 1
0 0

0 0
0 1

]。D = [

1  
 𝑤

 

 𝑤2

  
  

  
  

…  
 𝑤31

]，

而矩阵[
𝐼 𝐷
𝐼 −𝐷

]的作用就是将𝐹32转化为𝐹64。 

使用傅里叶矩阵乘上一个列向量，对于计算量来说，原本计算[𝐹64]时，

由于其有 64个元素，故需要 64*64次运算才能得到，而经过快速傅里叶变换，

这个计算量变为 2*32*32 + 32次。其中 2*32*32 为两个𝐹32的运算，而+ 32为

修正项的计算量，修正项的计算量来自于[
𝐼 𝐷
𝐼 −𝐷

]中的 32阶对角矩阵 D的运

算，虽然看矩阵形式应该要计算两次 D，但是两次运算只是符号相反，具体值

只需要计算一次就行，两个位置上的结果改变符号就行了。 

 如果继续这样分解下去，那么计算量会变为：2*(2*16*16 + 16) + 32

次，原因同 F32到 F64的变化一样。一共进行log2 64次分解。最后，只剩下了修

正项的运算，F变为 I。所以最后的运算量变为(64/2) log2 64。推广到 n阶，

快速傅里叶变换的运算量为：(n/2) log2 𝑛。对比原本的𝑛2次运算量，可见减少

显著。 

 

三、学习感悟  

本节为复矩阵，复向量的计算以及性质的研究，拓展了原本求向量内积和

向量长度的方法，并研究了一种特殊的复矩阵：傅里叶矩阵。最后讲解了本章



的重点：快速傅里叶变换，其中快速傅里叶变化是难点，尤其是对            

                 [𝐹64] =  [
𝐼 𝐷
𝐼 −𝐷

] [
𝐹32 0
0 𝐹32

] [𝑃] 

这一转换的理解较难，我的理解就是转换矩阵 P将向量之中的奇偶行分离，这

样可以减小计算量。而[
𝐼 𝐷
𝐼 −𝐷

]的作用就是进行两个 F之间的转换。FFT十分重

要，其应用较复杂，想彻底理解还要继续深入学习这部分知识。 

 


